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Oscillateurs mécaniques
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. Oscillateurs harmoniques - Approche énergétique

I.1. Equation du mouvement

En partant de considérations énergétiques, nous avons montré (Chap.4) que
tout systéeme conservatif a un degré de liberté se comporte, au voisi-
nage d’une position d’équilibre stable, comme un oscillateur.
Considérons son intégrale premiere du mouvement pour 1’énergie, elle prend tou-
jours la forme générale :

1
E,=E.+E,= il(q)q2 + E,(q) = constante avec I(q) >0.

La position d’équilibre stable est notée ¢y, c’est donc un minimum d’énergie
potentielle et on a alors

4B,
dq

(q0) =0 et

On se place maintenant dans le cas ou la dérivée seconde ne s’annule pas, et on
pose

&2E,
dg?

K= (q0)>0.

Pour de petites oscillations au voisinage de qg, on peut alors développer 'intégrale
premiere a ’ordre 2, en notant ¢ = qg + ¢ :

) 1 ) 1 ) 1dI . ) 1 . .
Ec(q,q) = 5 1(q)¢* = 51(%)52 + (qo)e€® +o(e€?) = B 1(qo) €% + (%)

2 dg
1
Ey(q) = Ep(o) + 5x &%+ o(e?)

On reconnait ici que ’énergie potentielle a un profil de puits parabolique au
voisinage du minimum gy, comme ’énergie potentielle élastique d’un ressort
de raideur k et d’allongement e. Ce profil est appelé potentiel harmonique.

Donc en tronquant ce développement limité on obtient la forme asymptotique

suivante :

2

1 1
E. = E,(q) + 3 I(qo) € + Jhe = constante .

Si 'on re-dérive cette équation par rapport au temps, on retrouve apres simpli-
fication par € I’équation générale d’un oscillateur harmonique :

é'—l—o.)ga:O‘ ou ’d—i—w%q:wgqo. (1)
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On définit la pulsation propre de loscillateur® |wy = \/k/I(qo) |, sa fréquence
propre fo = 52, et la période des oscillations Ty = i—’or = %

THEOREME : Au voisinage d’'une position d’équilibre stable qg, un systéme
conservatif a un degré de liberté se comporte comme un oscillateur harmo-
nique . Sa pulsation propre est alors reliée a 1’énergie potentielle par :

1
avec E.= gl(q) Q.

a. ... & condition que la dérivée seconde de I’énergie potentielle ne s’annule pas! Auquel
cas on peut avoir une position d’équilibre stable sans que le potentiel soit quadratique /
harmonique. Par exemple si Ep(q) ~ %kq4. Les petits mouvements autour de la position
d’équilibre stable (ici ¢ = 0) ne sont alors pas sinusoidaux.

L’intérét de ce modele réside donc dans son caractere tres général, car il décrit de
nombreux systemes physiques, au dela méme du seul domaine de la mécanique.

REMARQUE : si 'on avait développé au voisinage d’une position d’équilibre in-

2
stable, on aurait posé k = —dqu2” (qo) > 0 et obtenu & — w2 e = 0, qui est
une équation instable.

1.2. Mouvement

La résolution de I’équation différentielle (1) donne

q(t) = qo + qm cos(wot + ) = qo + A coswot + B sinwgt

1. Retrouvons quelques cas connus :
— Une masse au bout d’un ressort : ¢ =x ou z, I(q) =m, k =k, w =/ %
— Une masse accrochée & un fil inextensible de longueur ¢y : ¢ =0, I(q) = mﬂg, k = mg¥o,

— /9
w = 70"
dz

— Une bille roulant sur un support z = z(z) : ¢ =z, I(z) = m (1 + (—)2) , K= mgg%(:vo)

dx
t _ d2z
et wo = 4/ 955 (z0)-

qui représente des oscillations? d’amplitude ¢,, & la période Ty = 27 Hao)

K
autour de la position moyenne qq.
On note que la période ne dépend pas de "amplitude des oscillations,
ce qui est caractéristique d’un oscillateur harmonique. On dit qu’il y a
isochronisme des oscillations.

1.3. Théoréme d’équipartition de I'énergie

Pour tout oscillateur, on peut toujours prendre l'origine spatiale en la position
d’équilibre, par le changement de variable € = ¢ — qo. L’Eq. (1) s’écrit alors :

E+wie=0

En multipliant par la vitesse € et en intégrant, on retrouve l'intégrale premiere
du mouvement pour I’énergie
lé2 + 10.1852 = constante
2 2
qui & un coefficient preés est I’équation de 1’énergie mécanique (ex : si € est
une distance, il faut multiplier par une masse). Le premier terme est relatif a
I’énergie cinétique. Le second est relatif a ’énergie potentielle, en forme de puits
de potentiel parabolique.
En utilisant I’expression de la solution e(t) = €, cos(wot + ¢), on peut calculer
la valeur moyenne de 1’énergie cinétique et celle de 1’énergie potentielle sur une
période. Au coeflicient de proportionnalité prés (commun & E. et E,), on aura

1 4 1 2 1 2_2
0

1 g 1 2 2 1 2_2
< EP > # T/ 5&)@5(75) dt = TWoEm
0

2. La seconde forme est moins lisible mais plus pratique pour le calcul des conditions initiales.
Pour passer de 'une a 'autre on écrit que

gm cos(wot + ) = gm (cos p coswot — sin p sinwot)
A B
Acoswot + Bsinwgt = v/ A2 4+ B2 (7 cos wot + ——— sinwot)
‘/A2+BQ 1/1424,32

d’ou on tire

A B
_ B _ ; — /A2 2. — caing — —
(A=gmcosp; B = —gmsing) , ou (qu A2 + B2;cosp = yEpn =;sing = yEp 2).
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On en déduit qu’en moyenne, il y a équipartition de I’énergie entre 1'éner- Il. Oscillateurs amortis
gie cinétique et 1’énergie potentielle :

T Les oscillations de D'oscillateur harmonique seront amorties en présence d’un
<E.>=<E,>= -FE, phénomeéne dissipatif, c’est-a~-dire un phénomene qui dissipe I’énergie mécanique.
2 Concernant les oscillateurs mécaniques, il peut s’agir

1. i) d’un frottement fluide linéaire (en —h%), correspondant a la résistance de
lair (ou d’un autre fluide),

2. ii) d’'un frottement fluide non linéaire (en —ow2%),
3. iii) d’un frottement solide (en —T%).

Nous allons nous intéresser au cas i), méme si il n’est valable que pour des vi-
tesses plutot faibles, car c’est le seul systéme qui soit linéaire, c’est-a-dire mu
par une équation différentielle linéaire a coefficients constants. Le cas ii) n’est pas
soluble analytiquement dans le cas général, uniquement dans le cas monodimen-
sionnel. On peut le résoudre numériquement (cf TP Info). Le cas iii) est soluble
analytiquement, et donne un amortissement linéaire en fonction du temps (cf TD
M5).

I1.L1. Régime libre (rappels)
a. Etude dynamique

On revient au cas simple du systéme masse-ressort horizontal, auquel on ajoute
la force de frottement F' = —hd. Le PFD projetté selon (O,) meéne a ’équation

)
i+ —i+—2=0,
m m

a condition de prendre ’origine au point d’équilibre stable. On peut récrire

cette équation en posant wy = 1/% et & = 2%

&+ 26k +wie=0]. )

Des variantes introduisent le temps caractéristique 7 ou le facteur de qualité Q
selon
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b. Analogies électromécaniques

L’équation ci-dessus a déja été rencontrée en électrocinétique dans le cas par
exemple du circuit {R, L, C'} série, pour la charge ¢ portée par une armature du
condensateur :

LR
q Lq LC’q_ .

L’étude de ’évolution libre d’un circuit {L, C}
nous a conduit aussi & un comportement d’os- | Mécanique

cillateur harmonique. En écrivant que ({m,k,hY) | ({L,C, R} série)

Electricité

d di
i=1 o =4 , v 4
dt dt C
v i
nous avons entre autre montré la conservation m I
de la somme des énergies électrique (stoquée
dans le condensateur) et magnétique (stoquée k %
dans la bobine) : F—kr w=4q
= =T
1¢° 1 wo =4/ £ wo = A=
E.+E, = ~4 + = Li® = constante . 0 m 0~ Vic
2C 2 h R

L’ensemble de ces équations nous conduit a écrire des relations d’analogie entre
des grandeurs appartenant & des domaines physiques distincts (cf tableau ci-
contre). Ces analogies sont & connaitre.

Dans le cas mécanique qui nous occupe ici, le facteur de qualité prend les
formes

_wo_mwo_i_l
C=% T Th T hwy nYEM™

que 'on peut rapprocher des formes obtenues en électrocinétique

g-wo_Lw L 1L
T2 R RCwy RVC

On constate donc que de fagon analogue, pour le pendule élastique amorti le
facteur de qualité diminue lorsque le frottement augmente.

c. Régimes transitoires

Le traitement mathématique de I'Eq. (2) est connu. On cherche les solutions
sous la forme Ae™? + Be"!. L’équation caractéristique r? + 2&r + wg = 0 donne

3 régimes possibles selon la valeur du discriminent réduit de I’équation carac-
téristique
1
A= w2 =w(— -1
5 0 0 ( 4Q2 ) ’

donc selon la valeur de @ si wq est fixée.

i) Régime pseudo-périodique : frottement faible, A’ < 0, ou @ > %

z(t) = (Acoswt + Bsinwt) e ¢ = D cos(wt 4 ¢) e~

avec w = /|A'] = woy /1 — 7552

Plus @ est grand, plus la pseudo-période est proche de la période propre Ty = i—g.

ii) Régime critique : frottement moyen, A’ =0 ou Q = %

z(t) = (At + B) e~

iii) Régime apériodique : frottement fort, A’ > 0 ou Q < %

1
z(t) = Ae” )t L Be= (=9t avec w = VA = wyy/ 107 1.

Plus @ se rapproche de %, plus le régime s’amorti rapidement.

;o . t—o0 s i
Tous ces régimes sont amortis (x(t) — 0), avec un temps caractéristique

de Vordre de 7 = % pour i) et ii), et &% pour iii). La figure ci-dessous cor-

respond au cas ou la masse est en zg a I'instant initial, avec une une vitesse nulle.

Begimes transitcires - elongation Regmes transitoires - Portraits de phase

v Tgig
T
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d. Etude énergétique

L’équation du mouvement ci-dessus (1.a) peut étre multipliée par & puis inté-
grée pour retrouver le théoreme de la puissance cinétique :

d |1 .92 1,2 _ 22 2
dt[zmx +2kx]— hi*=—hv* <0,

qui montre que 1’énergie mécanique est dissipée par la force de frotte-
ment.

Role du facteur de qualité :
Dans le cas ou le régime libre est pseudo-périodique et trés faiblement amorti
(Q > 1), on peut considérer que w & wy, et ainsi montrer que I’énergie mécanique
vaut approximativement

1 wot
En(t) ~ kD%~ < .
2

En définissant AFE,, la perte d’énergie pendant une pseudo-période Ty =
peut alors donner une nouvelle interprétation du facteur de qualité car

21, on
wo

AE,, 2rm
Em, B Q

Ainsi, dans le régime pseudo-périodique, plus @) est grand, plus 1’éner-
gie de l'oscillateur est dissipée lentement.

1.2. Régime sinusoidal forcé

Nous allons maintenant forcer le mouvement de I'oscillateur. D’apres le théo-
reme de Fourier, nous savons que tout forcage périodique se décompose en une
somme de forcages sinusoidaux purs. Or comme le systéme étudié ici est linéaire
(équation différentielle linéaire a coefficients constants), on peut se restreindre a
I’étude du régime sinusoidal forcé.

a. Etude dynamique

Le forcage peut étre modélisé en introduisant une force excitatrice
extérieure f.(t) qui va s’appliquer au mobile. D’un point-de-vue pra-
tique, le forcage peut aussi étre réalisé par un mécanisme excitateur
qui déplace le support de fixation du ressort a I'autre extrémité (cf
figure ci-dessous).

Te Xz

% \AAAAN /g

"V VvV VvV V'V
— 0

5

Notons z.(t) — £y la position du support, ot £y est la longueur a vide du ressort,
lorigine x = 0 étant prise a la position d’équilibre de la masse lorsque le sup-
port est immobile en x = —fy. Le forcage est donc imposé par une oscillation
sinusoidale du support :

Ze(t) = X coswt .
L’équation du mouvement devient donc
mi + hi + kr = kx.(t) .
On voit que cela revient & définir une force f.(t) = kz.(t) = mwiz.(t) qui s’ap-

pliquerait directement sur la masse m, dans le cas ou le support serait immobile.
Cette équation peut étre récrite sous la forme

B4+ 280 4 wir = Wiz (t) |, (3)

Nz

qui a déja été étudiée en électrocinétique. Nous savons que la solution générale
e
s’écrit

z(t) =zu(t) +zp(t),

ou zy(t) la solution générale de I’équation sans second membre (homogéne,
SGEH), et zp(t) est une solution particuliere de I’équation compleéte (SPEC). En
d’autres termes la solution est la somme d’un régime transitoire zy(t),
et d’un régime permanent xp(t). Le régime transitoire s’amorti et disparait
au bout d’'un temps de 'ordre de quelques 7 = %, et des lors le régime permanent
devient prédominant.
Le régime transitoire ayant été étudié dans la section pécédente (régime libre),
nous étudierons ici exclusivement le régime permanent, que l’on notera pour
simplifier

x(t) =xp(t),

en supposant que l'on a attendu suffisamment longtemps pour que le régime
transitoire soit négligeable.



PCSI 1 - Stanislas - Mécanique - Cours - Chap. 5 : Oscillateurs mécaniques

A. MARTIN

b. Amplitudes complexes et impédances mécaniques

Comme la solution va s’écrire
z(t) = X, cos(wt + @) ,

et que 'Eq. (3) est linéaire & coefficients constants, elle est satisfaite aussi par
x(t — 55) = Xpsin(wt + @), et donc aussi par les grandeurs complexes z =
x(t) +ja(t — i) :

E420d+whz = Wiz,

en notant
2= X,,ed @t et Te = X, elvt

Les facteurs dépendant du temps se simplifiant, on peut directement travailler
avec les amplitudes complexes

X =X,,¢e% et X.=X,.

On obtient alors

X w
X=—">"—1| avec u=—.
1—U2+j§ wo

Pour la vitesse V = jwX, on obtient

woXeQ

Y= Qu-1)

Phasze de I'elongation
T T

On en déduit le déphasage entre posi-
tion et excitation :

arg{X} = arg{V} —
—arctan (Q(u — 1)) —

%)

B

Q=124

ol

Q=1
Q=2
Q=4

Ces formules ne sont pas a connaitre
par coeur, mais a savoir retrouver.

Impédance mécanique complexe :
On a vu plus haut que ’analogue mécanique de la tension u = % est la force
tension élastique F' = kx, et que I'analogue du courant i est la vitesse v. Par

analogie avec I'impédance d’un circuit {R, L, C'} soumis a la tension sinusoidale
d’un générateur en électrocinétique (u = Zi), on peut aussi définir une impédance
mécanique reliant la force de 'excitateur f. = kz. = mw%& a la vitesse £ = jwrz.
En repartant de 1’équation du mouvement mi + hi + kx = kxz.(t), on obtient

k
. =41& avec Z=h+jmw+ —.
Jjw

On reconnait de nouveau l’analogie respective entre les différentes grandeurs
(h,m,k) et (R, L, é) A ce stade on peut entrevoir qu'un oscillateur méca-
nique linéaire pourra toujours étre représenté par un circuit électrique
dont les impédances électriques correspondent aux impédances mécaniques... d’ou
I'intérét des TP d’électrocinétique!

c. Résonance en élongation

L’amplitude de I’élongation est donnée
par

Amplitude de I'elongation

Xe

Xm, - >
(1—w?) + &

L’étude de la fonction sous le radical

permet de conclure qu’il existe une
résonance en élongation a la pul-
sation

1 . 1
Wy = Wy 1_ﬁ S1 Q>ﬁ ; N

Il apparait clairement que plus @ est grand, donc plus les frottements sont faibles
a wo fixée, plus la pulsation de résonance w, est proche de wy. Par conséquent,
lorsque Q >> 1 on a w, ~ wy et 'amplitude de I’élongation atteinte a la résonance

s’écrit
Mmax € 4 QQ ~ € .

Ceci explique pourquoi la résonance peut aboutir a la destruction du
systéme, si le facteur de qualité est grand.




PCSI 1 - Stanislas - Mécanique - Cours - Chap. 5 : Oscillateurs mécaniques

A. MARTIN

d. Résonance en vitesse

De méme on obtient I'amplitude de la . .
Amplitude de la vitesse

vitesse 45 T T T
q Q=4

Vv, = woXeQ 7

1+ Q2(u— 1)

d’out 'on tire qu’il y a toujours une
résonance en vitesse, pour la pulsation
propre

Vimd{ag X

wy =wp avec V, = wpXQ .

Mmazx

On peut aussi définir une bande-passante [wy;ws] de largeur Aw = we — wy telle

Vi

qu’a lintérieur V,,, > —npe, On obtient que I'acuité de la résonance en vitesse

est donnée par le facteur de qualité :

_ o
Q_Aw'

e. Etude énergétique

L’équation du mouvement ci-dessus peut étre multipliée par & puis intégrée
pour retrouver le théoréeme de la puissance cinétique :

dt |2
En régime sinusoidal forcé établi toutes les grandeurs varient de fagon pério-

diques, donc la valeur moyenne du membre de gauche ci-dessus est nulle. On
obtient alors

1 1
d [ mi? + Qk‘mﬂ = foi — hi? = fov — ho? .

’<fv>:<hv2> ,

ce qui exprime que toute la puissance apportée par 'opérateur extérieur via la

force f. est dissipée par les frottements. Donc 1’énergie mécanique moyenne
sur une période de l'oscillateur est constante.

REMARQUE : Dans le cas particulier ou 'excitation a lieu a la pulsation propre
de Doscillateur (résonance en vitesse), ’énergie mécanique instantanée elle-
méme est constante, comme montré pour l'oscillateur harmonique :

1

1 1 1 1
By = —mi?+-ka? = —mwiX?2 si1f12(wot—l—c,p)—&—ész1 cos? (wot4¢) = §kX72n = cte.

2 2 2

Role du facteur de qualité :
Donnons une nouvelle interprétation énergétique du facteur de qualité. Soit Egjss
I’énergie dissipée au cours d’une période T :

r 2 1 2 1 2v2
Egiss = / hi?dt = ~hV2 T = —hw? X2 T
0 2 2

Si I'on se place a la résonance en vitesse, w = wy, et donc

1 1 h 2w 27
E(iss‘ = —h 2X2 Ty = 7kX2 - = Em -~
1iss 2 WoAm L0 2 L wo Q
d’ou
Ediss o 2m
E’m, B Q .

Ainsi, a la résonance en vitesse, le facteur de qualité exprime la pro-
portion de I’énergie totale par rapport a I’énergie dissipée pendant
une période. Pour une énergie mécanique donnée, meilleur est le facteur de
qualité, plus faible est 1’énergie dissipée par période, et moins il faut en
fournir pour entretenir I'oscillation.
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I1l. Oscillateurs non linéaires

Nous allons montrer que contrairement a 1’oscillateur harmonique, pour un os-
cillateur non linéaire le mouvement n’est pas purement sinusoidal, et il n’y a
pas isochronisme c’est-a-dire que la période dépend en général de 1’am-
plitude du mouvement. Un tel oscillateur est aussi dit anharmonique. Nous
commengons par un calcul général de la période pour un systeme conservatif quel-
conque (& un degré de liberté), puis nous étudions le cas particulier du pendule
simple.

I1.1. Calcul de la période des oscillations dans le cas général

Le principe consiste relier un intervalle de temps au déplacement associé par

d
at =4

q

L’équation de conservation de ’énergie mécanique permet d’exprimer ¢ en fonc-
tion de ¢ et donc de séparer les variables t et ¢ :

1 , dq
E, =-1(q)i*+ E dotl §= — =4, /27m Pl
3 (9)q" + Ep(q) dou ¢ % )

En choisissant par exemple la demi-période telle que ¢ > 0, ou ¢ varie de son

minimum ¢, < 0 (& tp) & son maximum qp; > 0 (& to + %), et en notant que
E,, = E,(qum) (position extréme donc vitesse nulle), on obtient en intégrant :

to+% qm qm
Z = / dt = / @ — / , I(q) dq
2 i 0 Jg. \ 2(Ep(am) — Ep(q))

m

Si le puits de potentiel est symétrique par rapport a la position d’équilibre, on

a ¢m = —qn et donc
Z - am [(q)
4 /0 \/2(Ep(QM) ~ By

On obtient donc que dans le cas général, la période du mouvement
d’un oscillateur anharmonique dépend de son amplitude. En dévelop-
pant E,(q) a Pordre 2 au voisinage de I’équilibre, on peut retrouver que T' = Tj
pour un potentiel harmonique, c’est-a-dire que les oscillations sont isochrones :
elles ne dépendent plus de 'amplitude du mouvement. De fagon générale on peut

aussi développer T'(¢qps) en fonction de Pamplitude g, pour trouver les premiers
écarts au comportement harmonique, comme ci-dessous pour le pendule simple.
On trouvera alors :

T=To(L+Bq +7qu + )

les termes impairs étant nuls car la fonction T(gps) est paire. En particulier &

Pordre 2, le signe de 8 dépend du signe de I’écart du puits de potentiel par rapport
au puits harmonique : § > 0 (période plus grande que la période harmonique) si
le puits de potentiel est plus évasé (la force de rappel est moins forte, ou la vitesse
décroit moins vite en s’éloignant de I’équilibre), et inversement 5 < 0 (période
plus courte) si le puits de potentiel est moins évasé (la force de rappel est plus
forte).

111.2. L’exemple du pendule simple

a. Conséquences d’une force de rappel non linéaire

Nous étudions le pendule simple constitué d’une masse m au bout d’une tige
rigide sans masse de longueur ¢ (ce qui évite le probléme de annulation pos-
sible de la tension du fil pour des grands angles). Il est décrit par I’équation du

mouvement
0+wisind =0 avec wy= \/g

Le sin 6 provient de la composante orthoradiale du poids. Pour de petits angles
nous avons sin # = 6. Mais pour des angles un peu plus grands il est nécessaire
de prendre en compte les termes suivants du développement limité. A 'ordre 3
(ou 4) on obtient donc 1’équation approximative :

.. 93

Est-il possible de trouver une solution sinusoidale de cette équation? On pose
0(t) = 6y cos(wt) et on 'y introduit, ce qui donne?

03 03
(—w290 + wiby — w880> sin(wt) + w%i sin(3wt) = 0

On observe que le terme non linéaire a fait appararaitre une harmonique d’ordre
supérieur (3), d’amplitude plus faible que le mode fondamental en w. On tombe
donc sur une absurdité puisque les fonctions sin(wt) et sin(3wt) ne sont pas
colinéaires. Si l'on essaie maintenant de chercher une solution de la forme

3

3. apres développement de sin® u = % sin(wt) — i sin(3wt),



PCSI 1 - Stanislas - Mécanique - Cours - Chap. 5 : Oscillateurs mécaniques

A. MARTIN

0(t) = g sin(wt) + 7 sin(3wt), on va obtenir apreés développement de nouvelles
harmoniques d’ordre 5, 7, et 9 (d’amplitudes plus faibles encore)... Finalement,
la solution s’écrit donc comme une superposition infinie d’harmoniques *
d’amplitude de plus en plus petites, créées par le terme non linéaire :

0(t) = Op [sin(wt) + €1 sin(3wt) + 2 sin(bwt) + ...] avec 1> |e1] > |ea]...

Si I'on introduit cette expression dans I’équation du mouvement & 1’ordre 3 ci-
dessus, par annulation des coefficients devant les sin((2p + 1)wt) on obtiendra
des relations donnant les amplitudes successives des différentes harmoniques en
fonction de la pulsation w. Pour le mode fondamental on obtient donc

03 62
—w2+w3—w§§020 d’ot w=uwp 1—§0

La période des oscillations dépend donc de ’amplitude du mouvement
dans le pendule anharmonique. Si cette amplitude est encore suffisamment
petite, on peut la développer et obtenir :

-
ron(i-9)

Il apparait que la période du pendule anharmonique est supérieure a
celle du pendule harmonique. Ceci était prévisible, car en assimilant sin 6 a
#, nous avons sur-estimé 'intensité de la force de rappel due a la pesanteur. On
peut aussi voir cela d’un point de vue énergétique : le puits de potentiel est en
réalité plus évasé qu’un puits parabolique®.

[N

~T, 1+9—3 > T
=0 16 0

b. Portrait de phase

Les trajectoires dans le plan de phase sont données pour chaque valeur de E,,
par ’équation :
1 .
E, = §m€202 — mg¥ cos @ = constante .
Il existe 2 catégories de trajectoires : les courbes fermées (oscillations autour de
6 = 0[27]) et les courbes non fermées (révolutions successives du pendule).

4. On peut montrer que le fait que seules les harmoniques impaires apparaissent est di a la
symétrie du puits de potentiel, et donc du mouvement par rapport a la position d’équilibre.
02 _ ¢

4 2
5. car Ep = —mglcosf et —cosf =~ -1+ 5 — 77 < -1+ %.

)
v

&
\E

— ———

Lorsque FE,, est petit, le mouvement est harmonique et les trajectoires ellip-
tiques. Quand FE,, augmente, le mouvement devient anharmonique, les ellipses se
déforment le long de I'axe des 6 car 'amplitude est plus grande que dans le cas
harmonique. Pour E,, encore plus grand le pendule effectue des révolutions. Plus
FE,, est grand plus les variations relatives d’énergie cinétique, et donc de vitesse,
sont faibles.

¢

I11.3. Oscillateurs auto-entretenus

Les frottements n’étant en réalité jamais nuls, un oscillateur auto-entrenu doit
puiser son énergie quelque part. Nous avons vu que dans le cas linéaire, 1’oscilla-
teur amorti vérifie I’équation

“
Q

Sil'on arrive au contraire a obtenir un coefficient () négatif, le systeme voit son
énergie augmenter, les oscillations s’amplifier. Au bout d’un certain temps
des effets non linéaires, qui ne sont plus négligeables, se font ressentir en li-
mitant ’amplitude a une valeur stable. Un oscillateur auto-entretenu n’est
donc jamais purement sinusoidal®. Son spectre contient plusieurs harmo-
niques. C’est le cas par exemple de l'oscillateur de Van der Pol :

T+ aberg:v:O.

i+ (ar? —B)i+w?r=0 avec a>0 et [>0.
Pour des oscillations faibles, (ax? — 3) < 0 donc le systéme gagne de 1’énergie
et amplitude croit. Au contraire il perd de I’énergie si 'amplitude devient trop
grande car alors (ax? — ) > 0. Le systéme se stabilise donc dans des oscillations

non linéaires d’amplitude finie.

6. Vrai aussi en électrocinétique bienstr.



